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W. HEISENBERG

Zur Quantentheorie nichtrenormierbarer Wellengleichungen

Von W. HEISENBERG
Aus dem Max-Planck-Institut fir Physik, Gottingen

Otto Hahn zum 75. Geburtstag gewidmet

(Z. Naturforschg. 9a, 292—303 [1954]; eingegangen am 4. Februar 1954)

Das in einer fritheren Arbeit! vorgeschlagene Verfahren zur Quantisierung nichtlinea-
rer Wellengleichungen wird an einem speziellen Beispiel genauer durchgefiihrt. Nach allge-
meinen Vorbemerkungen 1. iiber den Hilbert-Raum des Systems werden in 2. die ,,Fort-
pflanzungsfunktionen‘ der nichtlinearen Wellengleichung studiert. Der Zusammenhang
dieser Funktionen mit den Vertauschungsfunktionen wird in 3. besprochen und die Be-
ziehungen zu dem Regularisierungsverfahren von Pauli und Villars erértert. In 4. wird
die Masse des leichtesten Spinorteilchens niherungsweise abgeleitet und die Eigenwert-
gleichung fur die Bose-Teilchen angegeben. In 5. werden einige Erhaltungssitze bespro-
chen und in 6. die Konvergenz des Naherungsverfahrens ersrtert und qualitative Aus-
sagen iiber die Wechselwirkung der Elementarteilchen abgeleitet.

a es bisher nicht gelungen ist, nichtrenormier-

baren Wellengleichungen im Zusammenhang
mit den iiblichen Quantisierungsvorschriften einen
Sinn zu geben, hat der Verfasser in einer fritheren
Arbeit! versucht, durch eine Abédnderung dieser
Vorschriften zu einer in sich widerspruchsfreien
mathematischen Behandlung solcher Gleichungen
zu kommen. Im folgenden soll die spezielle Wellen-
gleichung

(1)

nach den genannten Methoden untersucht, die tief-
sten Eigenwerte niherungsweise bestimmt und
einige physikalische Konsequenzen abgeleitet wer-
den.

Vor der mathematischen Durchfithrung sollen
jedoch die physikalischen Griinde, die eine Abénde-
rung der iiblichen Quantisierungsvorschriften als
moglich und notwendig erscheinen lassen, ausfiihr-
licher als in der ersten genannten Arbeit dargestellt
werden.
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1. Die Eigenschaften des zu (1) gehérigen
Hilbert-Raums

Einer der wesentlichsten Unterschiede zwischen
der Kklassischen Physik und der Quantentheorie
aubert sich darin, dafl bei der Bestimmung eines in
der Natur realisierten Quantenzustandes auch die
Gesamtheit aller mdglichen anderen nicht realisier-
ten Zusténde eine Rolle spielt. So wird etwa schon

1W. Heisenberg, Nachr., Akad. Wiss. Goéttingen,
Jahrg. 1953, Nr. 8,

der tiefste Zustand des Wasserstoffatoms davon ab-
hiangen, ob der dem Atom zur Verfiigung stehende
Raum endlich oder unendlich ist, und fiir die Be-
rechnung der Streuung von Licht an einem Atom
ist die Kenntnis der ,,virtuellen Zwischenzustiande‘
wichtig, die doch vom Atom wihrend des ganzen
Streuprozesses niemals eingenommen werden.

Aus diesem Grunde spielen in der Quantentheorie
der Wellenfelder nicht nur die Felder eine Rolle,
die sich als Losung einer Wellengleichung zum min-
desten in weiten Bereichen analytisch verhalten,
sondern es mull auch die ungeheure Méichtigkeit
der nichtanalytischen Funktionen in irgendeiner
Weise bei den ,,virtuellen Zwischenzustinden‘‘ mit-
beriicksichtigt werden. Man denke etwa an Funk-
tionen, die den Wert 1 haben, wenn einer der Ko-
ordinatenwerte eine rationale Zahl ist, und die sonst
iiberall verschwinden. Solche Funktionen brauchen
gewohnlich in der Physik nicht erértert zu werden,
da sie keine wirklichen physikalischen Vorgiange dar-
stellen, aber als ,,virtuelle Zwischenzustiande‘‘ kon-
nen sie bei konsequenter Anwendung der Quanten-
theorie gar nicht ausgeschlossen werden. Die be-
kannten Divergenzschwierigkeiten in der Quanten-
theorie der Wellenfelder diirften ihre Wurzel an
dieser Stelle haben.

Die Quantentheorie in ihrer gewohnlichen Form
geht von der Annahme aus, dal} fiir ein gegebenes
Problem jeweils ein Hilbert-Raum konstruiert wer-
den kann, in dem die Zustdnde des Systems durch
Vektoren (oder genauer: ,,Strahlen‘) charakteri-
siert werden. Zum Beispiel kann man diesen Raum
durch ein System von Eigenvektoren aufspannen,
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QUANTENTHEORIE NICHTRENORMIERBARER WELLENGLEICHUNGEN

die Energie, Impuls und Drehimpuls auf Diagonal-
form bringen. Tut man dies in der Quantentheorie
der Wellenfelder, z. B. fiir G1. (1), so liegt es im Hin-
blick auf die genannte Schwierigkeit nahe, den Hil-
bert-Raum in zwei Teile zu teilen. Der eine Teil 1
soll alle Zustande enthalten, bei denen die Gesamt-
masse des Systems kleiner als eine sehr grofle, aber
endliche Grenzmasse M, ist, der andere Teil IT alle
anderen. Beschrinkt man sich auf den Hilbert-
Raum I, so kann man durch die Kombination von
Zustéinden dieses Raumes nur Wellenfunktionen
darstellen, die in einer nidher zu bezeichnenden
Weise ,,glatt’ sind. ,,Glatt‘‘ bedeutet hier ungefihr:
sie konnen keine Fourier-Komponenten enthalten,
deren Wellenlinge kleiner als eine durch M, ge-
gebene Grenze ist. Dieser Sachverhalt wird etwas
kompliziert durch den Umstand, dal es sich um
eine Fourier-Analyse in vier Dimensionen handelt,
dafB die relativistische Invarianz zu beachten und
daB schlieBlich die Rolle der Wechselwirkungs-
energie in dieser Betrachtung schwer zu iiberblicken
ist. Es diirfte aber nicht nétig sein, auf die genaue
Definition des Wortes ,,glatt’* an dieser Stelle ein-
zugehen.

Jedenfalls kann man innerhalb des Raumes I die
ungeheure Méchtigkeit der nichtanalytischen Funk-
tionen nicht darstellen, wie groB8 auch immer M,
gewahlt werden mag. Erst durch die Hinzunahme
des Raumes IT umfa3t man ,,grundséitzlich® (aber
wohl kaum wirklich) alle diese Moglichkeiten.

Wenn man den Anschlufl an die bisherige Quan-
tentheorie behalten will, wird es jedenfalls notwen-
dig sein, innerhalb des Raumes I die iiblichen Re-
geln anzuwenden, insbesondere z. B. die Gleichung

. Oy (x)
Suw () —y (@) Fu=—1 7

(2)

(I Vierervektor von Energie und Impuls) zu for-
dern.

Anders ist es jedoch im Raum II, von dem alle
Divergenzschwierigkeiten herriihren. Die Zustinde
dieses Raumes koénnen, wenn M, grol genug ge-
wihlt wird, physikalisch nie realisiert werden. Es
mag sich also herausstellen — und die bisherigen
Divergenzschwierigkeiten machen das sehr wahr-
scheinlich —, daf ein Hilbert-Raum II im eigent-
lichen Sinne fiir die Gl. (1) nicht konstruiert werden
kann. Der Versuch in der genannten fritheren Ar-
beit! lauft nun darauf hinaus, den Hilbert-Raum II
aufzugeben und durch einen symbolischen Hilbert-
Raum zu ersetzen, der nur durch einige allgemeine
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Eigenschaften, die fiir die Berechnung von Zustéan-
den im Raum I wichtig sind, charakterisiert wird.
Diese Eigenschaften waren, wie sich spéater heraus-
stellt, mit der Annahme eines echten Hilbert-
Raums IT gar nicht vertriaglich, so dall auch z. B.
die Gl. (2) in diesem symbolischen Raum nicht
mehr angewendet werden kann. Die Quantentheorie
im iiblichen Sinne soll also im Raum II aufgegeben
werden, und man kann wohl nicht sagen, daf} die
vorliegende experimentelle Erfahrung einer solchen
Annahme unmittelbar widersprache. Erst nach
einer ausfiithrlichen Untersuchung ihrer Konsequen-
zen wird man entscheiden kénnen, ob sich die Er-
fahrung in dieser Weise darstellen 1483t.

Man kann die Grundannahmen der genannten
Arbeit auch durch den Satz ausdriicken, daf3 die
Operatoren v (x) gar nicht in einem echten vier-
dimensionalen Kontinuum (mit den Koordinaten x)
definiert werden, sondern daf3 der Raum dieser Ope-
rator-Funktionen vorher durch eine Glattungs-
annahme entscheidend eingeschrinkt werden soll.

2. Die Fortpflanzungsfunktionen zur
Wellengleichung (1)

Vor der quantentheoretischen Behandlung des
Problems wird es zweckméifig sein, Losungen der
klassischen Wellengleichung (1) zu studieren, die in
einem Punkt singuldr sind, fiir alle Punkte raum-
artigen Abstandes von diesem Punkt verschwinden
und die deshalb eng verwandt sind mit den
Schwingerschen Funktionen S oder S oder mit den
vom Verfasser im Zusammenhang mit der Mesonen-
erzeugung? studierten Losungen.

Zu diesem Zweck sei ein konstanter Spinor « ein-
gefiihrt und fiir o (v) versuchsweise angesetzt:

Y (@) = (2,7, 2(5) + @(s) a, 3)
8§ =—uxl. (4)
Man findet dann
yry=y*fy=a, @y, *+ ") B @y, x +9)a
a*f(—x, p, x*+o*) (@, p g +@)a,  (5)

und unter der Voraussetzung, dafl y und ¢ reell sein
sollen,

pry =a*Ba (sy®+ ¢?). (6)

Aus (1) erhilt man jetzt fiir die beiden reellen Funk-
tionen y und ¢ die beiden simultanen Differential-
gleichungen:

2W. Heisenberg, Z. Phys. 133, 65 [1952].
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dyx+28y +Ap (s +¢*) =0,
—2¢'+ Ay (82 +¢3) =0,
A =1 (a*fa)

(7
(8)

eine Konstante ist, die sowohl positive wie negative
Werte annehmen kann. Im Grenzfall sehr kleiner
Werte von @ und A und nicht zu kleiner Werte von
8 erhdlt man die Losung y~const/s?, ¢ ~0, die
wieder zu den Schwingerschen Funktionen S zu-
riickfiihrt. Diese Ansitze kénnen aber in der un-
mittelbaren Umgebung der Stelle s=0 keine An-

wobei

naherung an die wirkliche Losung mehr darstellen.
Durch die Substitution
s, 1 (2) ]
Z(S)=S = V|Zl ; (8)=8 *IT[g(z)a 2=1g8

9)
gehen die Gl. (7) iiber in:

~f+2f +g(P+g)=0,

1 (10)
$9—29'+[(F+9°)=0, oder
F - 2df =g 2dg ) (11)
s ft9(F+9¢) S9+f(*+9%
Eine spezielle Losung lautet:
V5. ]/5 V5
f== 12 9= T/ (12)

In der unmittelbaren Umgebung dieser Punkte
kann man setzen
V5

i
f==+ To T g=+F %4‘” (13)

und % und » als sehr klein annehmen. Man erhilt
dann in erster Naherung

21L'+%u+%V5't‘=0,

— 20— 2 v+2ul5=0 (14)

mit den Losungen (C ist eine Integrationskon-
stante):

2 .
—Re[C (=2 12i)e 27°°
wemeo(-an) T,
v=Re[CZV5¢ 25"

Der Exponent zeigt, daB3 die Losungskurven in der
f, g-Ebene in der Niahe der Punkte (12) Spiralen
sind, die sich um diese Punkte winden, wobei die
Punkte im limes z— oo oder s— oo erreicht werden.

Im Zusammenhang mit der quantentheoretischen
Behandlung sind aber andere Losungen wichtiger,
die sich fiir s > oo den Schwingerschen Funktionen
2= const/s?> anndhern. Wir entnehmen aus (15), daf3
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diese letzteren Losungen sich nicht etwa fiir s—0
den Punkten (12) anndhern kénnen.

Zeichnet man in der f—g-Ebene die Kurven f' =0
und ¢’ = 0 nach GIl. (10) ein (vgl. Abb. 1), so er-
kennt man, daB3 diese Linien die Ebene in verschie-
dene Teilgebiete zerlegen, in denen df/dg positiv
(4, schraffiert) oder negativ (—) ist. Man kann
damit qualitativ den moglichen Verlauf von Lo-
sungskurven auffinden (z. B. die ausgezogenen Spi-
ralen in Abb. 1). Insbesondere zeigt sich, daf alle

<0

g'=0
Abb. 1. Losungskurven fiir Gl. (10) in der f —g-Ebene.

Losungskurven, z. B. auch die (in der Abb. gestri-
chelt angedeutete) Kurve, die fiir s— oo der Schwin-
gerschen Funktion §; entspricht:

l3
fabe 824, ——8-e_15’/4 filr z— 00, 8> ©

(16)
fiir kleine Werte von s (d.h. z— — o0) in eine ins Un-
endliche laufende Spirale iibergeht, die den Ur-
sprung und die Punkte (12) umkreist. Eine Aus-
nahme von dieser Regel bildet nur die (in Abb. 1
nicht eingezeichnete) bei s =0 regulire Losung, bei
der f und g fiir s—0 verschwinden; fiir diese gilt:

g~

b3
f~ Te“/“; g~ —be?t fiir z—» — o0,

wihrend f und ¢ sich den Punkten (12) fiir grofle z
annihern. ¢(s) und y(s) gehen hier fiir s—0 in von
Null verschiedene Grenzwerte iiber und gehen stetig
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iiber den Punkt s=0 hinweg, verschwinden also
auch nicht iiberall im Gebiet negativer s-Werte. Alle
iibrigen Losungen laufen aber fiir z—~ — oo in die ge-
nannte Spirale aus. Wir untersuchen noch die Eigen-
schaften dieser Spirale.

Hierfiir kénnen f und ¢ in Gl. (10) als gro3 ange-
nommen und daher in grobster Naherung die Aus-
driicke 5-f und }- g auf der linken Seite von (10)
gegen die Ausdriicke dritten Grades vernachlassigt
werden. Tut man dies, so erhdlt man als Naherungs-

l6sung (c=-const und ¢>1):

c? c?
f=ccos7(z—zo); g:csin?(z—zo),
also keine Spirale, sondern eine reine Kreisbewe-
gung um den Ursprung. Man untersucht nun die
Abweichungen von dieser Néherungslosung, indem
man dhnlich wie in (13) ansetzt:

(17)

c? X c?
f=ccos—5 (z—z)+u; g=csin—4 (z—2z)+v;
2

2
(18)
u und v sind dann klein von der Ordnung 1/c, man
kann also in (10) hohere Potenzen von « und » ver-

nachléssigen. In dieser Néherung erhialt man mit
der Abkiirzung

=i(z—zo)

5 (19)

aus (10) nach der Methode der Variation der Kon-
stanten die Losungen:

3
c-u(y)=_(y2 +Eysin2y)siny
3
—-(y += sin2y)(cosy—2ysiny), (20)
3
c v (y) =(y2+5ysin2y)cosy

3
—(y +7 sin2y) (siny + 2y cosy),

und insbesondere die Werte
2

u(ﬂ:n)=i%; v(in)=”7. (21)

Hieraus erkennt man, dafl es sich um eine Spiral-
bewegung handelt und daf3 die Spirale mit abneh-
mendem y nach auflen lauft. Bei einem Umlauf
andert sich z um 47/c?, und der Radius der Spirale
nimmt dabei nach (21) um 27z/c zu bzw. ab. Man
kann also fiir die Zunahme des Radius in der Spi-
rale niherungsweise setzen:

de 27 4m c

Az T e /T T T2

i d
c=de-z/2=w, (d = const) . (22)
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Die Funktionen f und ¢ verhalten sich also fiir alle
Lésungen (mit Ausnahme der bei s =0 reguldren)
in der Grenze s — 0 wie

f=de #cos L A (z—2p);

T T Ll W (23)
und schlieflich

1 = eos [ )

?;(i) = #s_ 3/4 gin (:—Z lg _s%) . (24)

Die Funktionen oszillieren in der Umgebung von
s=0 beliebig rasch, der Punkt s=0 ist ein wesent-
lich singuldrer Punkt. Fiir s <0 verschwinden y und
@. Das Integral iiber diese Funktionen bis zur Grenze
s=0 herunter konvergiert, die unmittelbare Um-
gebung von s=0 trigt wegen der schnellen Oszil-
lationen nur noch sehr wenig bei. An diesem Ergeb-
nis wiirde sich auch nichts dndern, wenn in GI. (1)
noch ein Massenglied »xy zugefiigt wiirde, da dies in
der Grenze s—0 keine Rolle spielt.

3. Das Verhalten der Vertauschungsfunk-
tionen in der unmittelbaren Umgebung des
singuldren Punktes

Zum Studium der Vertauschungsfunktionen unter-
suchen wir unter Korrektur eines dhnlichen An-
satzes in der fritheren Arbeit! den Operator
ya (T, @) =€ i[a, vy @) + wy (@3]

+i[a, wh@) +w, @) af]

Ya(z)e » (25)
der ebenso wie ypa (z) der Operator-Wellengleichung
(1) geniigt*. a, bezeichnet wieder einen konstanten
Spinor, der jetzt mit allen Wellenfunktionen anti-
kommutieren soll. Man kann ihn etwa darstellen
als Produkt eines willkiirlichen c-Zahlspinors mit
einer Vorzeichenfunktion (—1)*¥, wobei 2N im
Exponenten die gesamte ,,.Ladung‘ (vgl. Abschn. 5)
bedeutet. Die Reihenentwicklung von y, (z, 2’) nach
den a, beginnt mit den Gliedern

1o (@, ) =7 (2) —ia, [ya (@) p) (@) + 95 (@) pa(@)]
+ia) [a (@) p, (@) + v, @) pa(@)]+ .., (26)

* In der fritheren Arbeit war irrtiimlich fur y (za’)
ein etwas anderer Ansatz gewihlt worden, der aber,
da dort die Exponentialfunktionen nicht unitar sind,
die Gl. (1) nicht befriedigt. Die weiteren Schlisse der
fritheren Arbeit bleiben jedoch bei der verbesserten
Definition von y (zz’) davon unberiihrt.
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wobei die hoheren Glieder wieder nur die Vertau-
schungen der Wellenfunktion mit dem Vertau-
schungsausdruck enthalten. Hieraus und aus der
Tatsache, dafl der Vertauschungsausdruck fiir raum-
artige Abstéinde verschwinden soll, geht schon die
enge Verwandtschaft der Funktion y4(z,2’) mit den
in Abs. 2 studierten Losungen hervor.
Es liegt daher nahe, den Ansatz

Ao (@, ) = 5% (x, ') + ca (x— ) (27)

zu versuchen; cy (x —a’) soll eine Funktion von
x —a’ sein, in der die Operatoren der Feldgroflen
nicht mehr vorkommen, die also bis auf die als Fak-
tor auftretende Vorzeichenfunktion die Rolle einer
c-Zahl spielt. In der Niahe des kritischen Punktes
s=0 soll sie das singuldre Verhalten von ya (x, 2’)
richtig darstellen, wihrend yJ (x,2’) ein Operator ist,
der in der Nahe dieses Punktes ,,glatter* verlaufen
soll als ¢y (x —’). Insbesondere kénnte man etwa
ca ( — ') dem Vakuumerwartungswert von yq (2, 2")
gleichsetzen. Uber die Berechtigung und die physi-
kalische Bedeutung des fiir die ganze Theorie ent-
scheidenden Ansatzes (27) wird weiter unten noch
zu sprechen sein.

Setzt man, etwa unter der Voraussetzung, daf} der
Vakuumserwartungswert von y9 (z, ') verschwin-
det, Gl. (27) in GIl. (1) ein, so wird man annehmen
kénnen, dafl auch der Vakuumerwartungswert des
Ausdrucks vom dritten Grade in y9 (z,z’) ver-
schwindet oder jedenfalls bei s=0 glatter ist als
der entsprechende Ausdruck in ¢ (x —2’), und man
erhélt fir ¢ (x —2’) die Gleichung

dc

yﬂm—l-l'lc(ﬁc)—l—cx(s)zo. (28)

Der Ausdruck  (s) ist durch den Vakuumerwartungs-
wert eines in y3 (v, 2') quadratischen Gliedes ge-
geben, der aber im folgenden durch eine konstante
Masse » ersetzt werden soll, da das letzte Glied in
(28) auf das Verhalten von ¢ am singuldren Punkt
doch keinen Einflull hat. Einstweilen soll uns vor
allem das Verhalten von ¢ in der Nihe von s =0
interessieren.

Offenbar entspricht ¢ genau den in Abs. 2 stu-
dierten Losungen. Fiir grofle s geht es in die
Schwingersche Funktion ST der linearen Theo-

rie fiir die Masse x iiber
ca (x— ') >—a, S;I (x—a’) fiir groBe s,  (29)

der Faktor von a*+ verschwindet an dieser Grenze;
fiir s—0 verhilt es sich wie in GI. (24) angegeben.

W. HEISENBERG

Der Vakuumerwartungswert der Vertauschungsfunk-

tion kann nach (26) aus
Ocy (x—2')

S,, (x—x') =— lim
(Xl( ) a,,—>0 aal‘

(30)

berechnet werden, wihrend der Vakuumerwartungs-
wert von yp(z)y(x’) wegen des Erhaltungssatzes der
Ladung allgemein verschwindet. Dabei wird man,
wenn man cy(x —2’) aus Gl. (28) einsetzt, das Ver-
halten von S in der Nihe des singulidren Punktes
richtig treffen, weiter aullen sind wegen der Verein-
fachung x = const Abweichungen zu erwarten; es
wird aber im Néherungsverfahren zur Bestimmung
der Eigenwerte auf das Verhalten weiter aullen nur
wenig ankommen.

Wenn man den Grenziibergang a,—0 in Gl. (30)
durchfiihrt, so wird sich, wie schon in der fritheren
Arbeit! erliutert, das Oszillationsgebiet der Funk-
tion immer niher an den Punkt s =0 heranschieben,
so daf} sich in der Grenze

Sy (x — ) ~ Sy (x—a') fiirs >0,
Sy (&— ') = 0
Sa (0)

firs <0, (31)

unbestimmt

ergibt. Der Unterschied zwischen der linearen Theo-
rie und der hier versuchten besteht also nur noch
darin, daB die - bzw. ¢’-Funktion an der Stelle
s=0 weggefallen ist; denn die unmittelbare Um-
gebung von s=0 trigt in den Losungen (24) nichts
zum Integral bei. Damit ist das qualitative Verhal-
ten der Vertauschungsfunktion S,,(x —«’) klarge-
stellt. Eine quantitative Berechnung, die nicht von
der Approximation x(s) ~x Gebrauch machen darf,
wird erst im Zusammenhang mit einer Bestimmung
der Eigenwerte und Matrixelemente maoglich sein
(Abschn. 4). Man muf3 dann die Summation iiber
die Zwischenzustéinde @ ausfiihren.

— 82— 2) =X < Q|ypa(@) |®> < D|y; ()| 2>
+X <y, @) | P> <D |ya(2) | 2>, (3la)

wobei es fiir s # 0 geniigt, nur iiber die Zusténde des
Hilbertraumes I zu summieren. Wenn man S, in der
gleichen Weise berechnet, so wird allerdings auch
fiir s +£0 ein Beitrag vom Hilbertraum II iibrig-
bleiben; es ist daher zweckmifBig, S; durch Umrech-
nung aus S zu bestimmen.

Bevor nun weitere Schliisse aus Gl. (31) gezogen
werden, soll die Frage nach der Berechtigung des
fiir die Theorie entscheidenden Ansatzes (27) er-
ortert werden. Im ersten Augenblick lassen sich
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gegen diesen Ansatz in der Tat sehr schwerwiegende
Einwénde erheben: Wenn man den Hilbert-Raum
II als einen echten Hilbert-Raum ansieht, so mii3te
man im Gegenteil von den ungeheuer vielen Zu-
standen dieses Raumes einen so groflen Beitrag in
den Ubergangselementen des Operators ya(z,2’)
erwarten, dafl man kaum den singuliren Haupt-
anteil als c¢-Zahl abspalten koénnte; die Vertau-
schungsfunktion miilte gerade in der unmittelbaren
Néhe der Singularitit in hochstem Mafle eine ,,q-
Zahl‘‘ sein.

Andererseits ist es eine entscheidende Grund-
annahme der bisherigen Quantentheorie, daf} diese
Abspaltung doch mdoglich sein solle. Denn die iib-
liche Quantentheorie nimmt fiir die Vertauschungs-
funktion zu gleichen Zeiten die Diracsche §-Funk-
tion, also eine ,,c-Zahl*“ an, und setzt damit aus-
driicklich voraus, daf} die Vertauschungsfunktion in
der unmittelbaren Umgebung von s =0 durch eine
c-Zahl dargestellt werden kann.

Wahrscheinlich steht diese Annahme in direktem
Widerspruch zu der anderen, dafl es den Hilbert-
Raum II wirklich geben solle, und die iiblichen
Divergenzschwierigkeiten zeigen nur die Unverein-
barkeit der beiden Voraussetzungen. Wenn dies zu-
trifft, wenn man also doch gezwungen ist, einen
Teil der bisherigen Voraussetzungen fallen zu lassen,
so erhilt man wohl noch den besten Anschluf} an
die bisherige Quantentheorie, wenn man die Exi-
stenz des Hilbert-Raums II im {iblichen Sinne auf-
gibt und dafiir die Annahme (27) beibehilt; dies ist
der physikalische Sinn des in der friiheren Arbeit!
und hier unternommenen Versuchs.

Aus Gl. (31) folgt vermoge der Schwingerschen
Beziehung:

+o
1 dt
e |} s vy 9
S (v, 1) E j 7 S (v, t—t) (32)
—a
die schon friither! angegebene Formel
®2 0 H(V (x)s) 214
8y (x—a') ~ dm T Oxy [ x|s x2S
i | yxV|s| #3 I HV (xVs) 214
= 8 2 Y R Vs TS
firs< 0, (33)

S, (0) ist unbestimmt.

Die schlieBlich gewonnenen Ausdriicke fiir S und
S; haben eine gewisse Beziehung zu dem von Pauli
und Villars® vorgeschlagenen Regularisierungs-

3W. Pauli u. F. Villars, Rev. Mod. Phys. 21, 434
[1949].
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verfahren. Auch Pauli und Villars haben ver-
sucht, die Singularititen der S-Funktion bei s=0
dadurch zu beseitigen, dall man die Existenz sehr
schwerer Massen postuliert, deren Beitrige zu §
man aber dann von S abzieht, statt sie zu addieren
— was darauf hinauslauft, dall man hinsichtlich der
Vorginge, an denen die schweren Massen beteiligt
sind, die kausale Zeitreihenfolge aufgeben muf.
Daf} in einer normalen Quantentheorie der Wellen-
felder solche subtraktiven Glieder nicht auftreten
koénnen, wurde schon frither von verschiedenen
Autoren hervorgehoben. Die hier gewonnenen Funk-
tionen S bzw. S; unterscheiden sich aber noch von
den aus dem Pauli-Villars-Verfahren hervorge-
gangenen. Die Abziige, die hier vorgenommen sind,
kénnten auch durch die negativen Beitrige sehr
schwerer Massen allein nicht erklart werden, was
insbesondere aus dem langsamen Abfall der ;-
Funktion hervorgeht. Vielmehr miiflte man sowohl
im Gebiet schwerster Massen als auch bei der Masse
0 Abziige zulassen; aber auch dann wird man (31)
und (33) nicht vollstindig darstellen kénnen, wie
das logarithmische Glied in (33) zeigt.

Man verlangt also mit den GI. (31) und (33) zwei-
fellos Beitrige vom Hilbert-Raum II, die dieser
nicht leisten konnte, wenn es sich um einen echten
Hilbert-Raum handelte. Wir charakterisieren den
symbolischen Hilbert-Raum II daher durch die ge-
nannten negativen Beitrige, dhnlich wie etwa die
Zahl 7 durch die Eigenschaft charakterisiert wird,
daB ihr Quadrat —1 sein soll, owohl es eine solche
Zahl natiirlich nicht gibt. Irgendwelche weiteren
Angaben iiber den symbolischen Hilbert-Raum II
erweisen sich als unnétig und wohl auch als un-
moglich.

Die Beitrige des symbolischen Hilbert-Raums II
konnen in ihren physikalischen Konsequenzen dhn-
lich wie bei Pauli und Villars zu einem Verhalten
Anlaf} geben, das zunéichst als eine Abweichung von
der kausalen Zeitreihenfolge erscheint. Die Verhalt-
nisse liegen aber hier giinstiger als beim Regulari-
sierungsverfahren; denn die Funktion § in Gl. (31)
ist ja die Grenzlgsung einer klassischen Wellen-
gleichung und insofern eine voéllig kausale Fort-
pflanzungsfunktion. Nur die Funktion S, weist hier,
wie iiberall in der Quantentheorie, andere Eigen-
schaften auf, die man aber — da es sich dann um
Quanteneffekte handelt — besser als Folge einer
endlichen Grof3e der Elementarteilchen denn als Ab-
weichung von der kausalen Reihenfolge interpretie-
ren sollte. Die Annahme der Formeln (31) und (33)
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fiir S und S, bedeutet also wohl, da@ alle Elementar-
teilchen eine endliche Ausdehnung erhalten, daf}
aber dariiber hinaus, etwa im Bereich der nihe-
rungsweisen Giiltigkeit der klassischen Wellenglei-
chung (1), keine Abweichungen von der kausalen
Zeitreihenfolge vorkommen. Durch dieses Verhalten
unterscheidet sich die vorliegende Theorie auch von
einem frither mit dem gleichen Ziel unternommenen
Versuch des Verfassers?. Bei dem damals diskutier-
ten Gleichungssystem mufBiten, wie Fierz5 gezeigt
hat, Abweichungen von der kausalen Zeitreihen-
folge in Kauf genommen werden.

4. Abschiatzung der tiefsten Eigenwerte

a) Spinorteilchen

Zur Bestimmung der tiefsten Eigenwerte soll das
Verfahren beniitzt werden, das in der fritheren Ar-
beit im Anschluf an die dort zitierten Untersuchun-
gen von Freese und anderen® beschrieben und auf
den anharmonischen Oszillator angewendet worden
ist. Man definiert zunéchst die Matrixelemente von
zeitlich geordneten Produkten der -Funktionen,
die zum Ubergang vom Vakuum £ zu dem gesuch-
ten Zustand @ gehoéren:

Ty o e o @iy | Yo+ Y) (34)

=<Q[Ty @) ...0 @)Y+ W) -9+ (Yn) | D>,
und ersetzt die Operator-Gleichung (1) durch ein
System von Gleichungen zwischen diesen Funk-

tionen. Dann bildet man einen zweiten Satz der-
artiger Funktionen (vgl. insbes. Freese®):

Py T [ Y1 Yn) =T @ T [ Y1+ Yn)
_-;‘SF(x1—?/1)T(x2---xm|y2-~-yn)—---
+%SF(%“%)SF(xz_yz)T(xa---xmlys---ym)

Man schlieft nun das System der Differentialglei-
chungen zwischen den 7-Funktionen durch die An-
nahme ab, daf} alle ¢-Funktionen mit einer Varia-
belnanzahl m+n > N verschwinden sollen:

(35)

Q@ .. Ty lyy...Yyy)=0 flirm+n>N. (36)

Die Eigenwerte des Systems sollen unter diesen

Voraussetzungen um so genauer dargestellt werden,
je grofler die Zahl N gewahlt wird. Allerdings wer-

4W. Heisenberg, Z. Naturforschg. 5a, 251, 367
[1950] und 6a, 281 [1951].

5 M. Fierz, Helv. Phys. Acta 23, 731 [1950].

6 E. Freese, Z. Naturforschg. 8a, 776 [1953]. Vgl.
dazu auch die Arbeiten: E. Salpeter u. H. A. Bethe,
Phys. Rev. 84, 1232 [1951]; M. Gell-Mann u. F.
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den die Rechnungen fiir grofer werdendes N bald
uniibersehbar kompliziert; aber vielleicht gelingt
es spiter, geeignete Naherungsverfahren zu er-
sinnen.

Fiir die Sp-Funktionen setzen wir die aus (31)
und (33) in der iblichen Weise gebildeten Funk-
tionen ein, wobei noch speziell

§(0) =48 (0)=0 (37)
angenommen werden soll; wenn alle Abstinde
x; — Y, raumartig sind, kommt es dann auf die
Reihenfolge der Faktoren auf der rechten Seite von
(34) nicht mehr an. Fiir x setzt man in den niedrig-
sten Naherungen zweckmiflig den Energieeigen-
wert des tiefsten Zustandes ein. In den hoheren
Néiherungen kann man Sy dhnlich wie in! Gl. (37)
u. f. verbessern; es ist aber die Frage, ob dadurch
eine merkliche Verbesserung der Konvergenz er-
reicht wird.

Ferner soll der Einfachheit halber vorausgesetzt
werden, daf} der gesuchte Zustand @ zum Gesamt-
puls 0 und zur (gesuchten) Gesamtenergie £ gehort,
wobei es sich in den Gleichungen formal stets um
die Differenzenergie bzw. Differenzimpuls zwischen
@ und dem Vakuum handelt. Wir definieren aber
Energie und Impuls des Vakuums als Null.

Die 7- bzw. p-Funktionen hingen dann vom mitt-

) i ot O RN R
leren Ort t = ———"""" iiberhaupt nicht, und von
n-+m
’ . t,+t+... .
der mittleren Zeit t = ~————"" in der Form
n+m

¢Et ab,

Wenn die Spinorindizes ausdriicklich angeschrie-
ben werden miissen, so sollen sie dem Zeichen t
bzw. ¢ in der Reihenfolge der zugehérigen Orts-
koordinaten angefiigt werden, d. h. z. B. der dritte
Spinorindex gehoért zu x;, bzw., wenn die Orts-
koordinaten lauten: x,, ,/y, zu y,; iiber paarweise
auftretende Indizes wird stets summiert.

Unter diesen Voraussetzungen behandeln wir zu-
nichst die Naherung N=1. Aus Gl. (1) folgt:

yb %ﬁm = — Py, (@e]2). (38)
Ferner aus (35) und (36)
Pag (€2 | 2) =Ty, (@ | 2) — % SF (0) 7, (2)
— 1 87 (0)ta(x) =0, (39)

Low, Phys. Rev. 84, 350 [1951]; M. Gell-Mann u.
M. L. Goldberger, Phys. Rev. 87, 218 [1952];
J. Schwinger, Proc. Nat. Acad. Sci., Wash. 37, 452,
455 [1951]; W. Zimmermann, Z. Phys. 135, 473
[1953] und Nuovo Cim. im Erscheinen; K. Symanzik,
Dissert. Gottingen 1954, im Erscheinen.



QUANTENTHEORIE NICHTRENORMIERBARER WELLENGLEICHUNGEN

d. h. aber nach (37)

Tayy (22 |2) =0 und (40)
ot (x) ot
Yu 3.’I:M =O, a—xd:O, E=0. (41)

In dieser Niherung gibt es also nur Elementarteil-
chen der Ruhmasse 0. Das ist verstindlich, da hier
die Wechselwirkung noch ausgeschaltet ist, die allein
eine Ruhmasse hervorbringen kann.

Die néichste Naherung fiir die Masse des leich-
testen Spinorteilchens erhélt man aus der Annahme
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N=3. Dann bleibt die Gl. (38) ungeéndert richtig,
Tyyy (€ |x) kann aber nicht mehr aus Gl. (39) be-
stimmt werden. Vielmehr wird man zur Bestim-
mung von Ty,,(rx|x) etwa die aus (1) folgende
Gleichung:

0
y‘ﬁﬁ 3.’11# ‘[ﬁw(xx’ [zl) =_l2 Taéyéy (.’IJZZI lxx;) (42)

heranziehen, indem man nun (unter Beriicksich-
tigung von (37)):

1

Pasysy (XXX | 22') =Ta5y5y (€22 |22) — %SFS (@' —2) Ta5y (€2 |2) — 5 S8y (x—2’) Tays (22 | 2)

— 5 8 (x—2") 15,5 (x| 7)

annimmt. Setzt man 7,4, (r22’|x2’) aus (43) in
Gl. (42) ein, so erscheinen auf der rechten Seite
Glieder mit 7 (z2’ |x) und solche mit 7 (x). Nur die
letzteren sind der mathematische Ausdruck dafiir,
daB in der Umgebung eines Spinorteilchens immer
noch durch die Wechselwirkung ein virtuelles Paar
solcher Teilchen erzeugt und dadurch eine Ruh-
masse hervorgebracht wird. Wir wollen, um die
Rechnung nicht unnétig zu komplizieren, nur diese
Glieder auf der rechten Seite von (42) beibehalten
und die Glieder mit 7 (22’ |x) vernachlassigen, weil
der dadurch verursachte Fehler im Eigenwert wohl
die auch sonst vorhandene Ungenauigkeit des Eigen-
wertes in der Naherung N =3 nicht iibersteigt. In
dieser Nédherung entsteht also aus (42) die Be-
ziehung:

=— Sly,@ (@'—x) Y (x—') Ta(%)

0
paf P rﬁw(xx |x")

+ T SY0 (' — ) 8% (x— )74 (). (44)

Fithrt man nun die Differenz 2’— x als neue Va-
riable ein:

y=a' —x, (45)

so kann man

75 (x) = €Flrsund 74, (z2'/2') = ¢ Bl o, (y) (46)
setzen und erhilt aus (44):

0

By oq(y)—yiP 2. %F ()

2 B s ’
=3 87 (y) 8Y (—y) Ta+ T5¥ (=) S (y)Ts. (47)

Beschrinkt man sich zundchst auf den Teil des
Raumes, in dem der Vektor y raumartig ist — und

+ 58P (@ —2) 8P (2— ') Ta (@) + + 8P (@

12t ik, 1 1
—2567;5456 e k3 + 9% kZ+?

F

'—2) 8 (x—2) T () =0 (43)

das wird fiir die folgenden Rechnungen geniigen —,
so kann man Sp durch 8, ersetzen und unmittelbar
aus Gl. (33) entnehmen. Dabei erhidlt man aus (33)
durch eine einfache Umformung:

x4 . 28
8§10 = — g7 vt (V=5 + g/ =9), (49)
wobei
H,™ (iz) iH,W (iz) 2 1
Hep=— 28 922 nmat + Py (49)
H,) (iz) 2
und g(z)= 17 — - (50)
Aus (47) wird dann:
EyiPas(y) —yu Ty O (y)
——5 s >3 202 £2 5 -
= 64 n? g2 (” Vy“)—“b‘ y/tf (7{ V?[zt))fa- (Ol)

Fiir die weitere Behandlung ist es zweckmaig, vom
Ortsraum zum Impulsraum iiberzugehen und eine
Fourier-Darstellung fiir die rechte Seite von (51) zu
suchen. Zu diesem Zweck wurde die rechte Seite
als Funktion von x J/3% numerisch ausgewertet; es
stellte sich dabei heraus, daB das Resultat durch die
Differenz zweier Funktionen vom Typus ¢(z) ge-
niigend genau approximiert werden konnte. Gl. (51)
geht damit tiber in:

0
Eyiog(y)—yef B9. % 5(y)

12 58

alryv [99 3xVy2)— ng}Z)]ra. (52)

Fiir die rechte Seite erhalt man nunmehr die Fou-
rier-Darstellung

] Ty, (83)
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wobei in der komplexen k,-Ebene um die Pole auf

der +i-Achse im positiven, um die der —i-Achse

im negativen Sinne integriert werden muf.
SchlieBlich ergibt sich fiir o4(y):

P xt ik,
% ¥) =356 et dk

(B —iky) p P2 —iky y,p*
E— ik, —Ry?

(54)

1 1
[k4,21+9x2 - kﬁ—}—xz]r""

Der Integrationsweg in der komplexen k,-Ebene ist
aus Abb. 2 ersichtlich; er ist so gewihlt, dal Gl. (52)
befriedigt wird, o4(0) endlich bleibt und og(y) im
Unendlichen y; -~ oo verschwindet.

Komplexe k,-Ebene

//x iVox?+ k?

xi e i®

ki (k-E)

x-1Vie i
X-i (k +E)
X-i vs?ok:

Abb. 2. Integrationsweg in der komplexen k,-Ebene.

Man erkennt aus (54), dafl die Abhéngigkeit von
Y, in og(y) komplizierter ist als bei' den Vertau-
schungsfunktionen §; denn hier ist jetzt das Ko-
ordinatensystem ausgezeichnet, in dem das Teil-
chen, das durch den tiefsten Zustand dargestellt
wird, ruht. Fiir die weiteren Rechnungen braucht
man wegen (38) und (46) nur noch den Wert von
o4 (y) an der Stelle y,=0.

Fiir ¢4 (0) ergibt sich aus (54)

_ BarByfac, j dk

(o} (O) E= T 394

Er— 9;;2 2K+ 2k VkE+ 922 __
17 (55)

(E2—9x2)2—4E2k2j sz 9 %2
E*— 52— 2k + 2k V2 + »°
T UEE— 2 — 4B RV + ?

Fiir die Masse x, die zum erstenmal in Gl. (28) auf-
getreten ist, wird man zweckméaBig — dhnlich wie
in den Rechnungen zum anharmonischen Oszillator
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in der fritheren Arbeit! — den tiefsten Eigenwert
einsetzen, also
x=FK (56)
fordern. Dann vereinfacht sich das Integral der
rechten Seite von (55) zu
o0
—8—2024+ 2L )9+ (2
== 2
o ”jc dc[ 64 —40%) V9 + ¢2
0 —20 4+ 2L VIF "
Iy 7)

=1+241g2—521g3=10,332.
Aus den Gl. (38) und (55) folgt jetzt sofort
E 1454
Eyyt=—55Zyst und

w1 =327%Z; E=x=145]l. (58)

Die Theorie ergibt also in dieser Naherung (N =3)
fiir die Masse des leichtesten Spinorteilchens etwa
das 7,5-fache der reziproken charakteristischen
Lange . Setzt man fiir [ die Compton-Wellenlinge
des 7r-Mesons ein, so erhialt man daher etwa die
Masse des Protons. Natiirlich bedeutet eine solche
numerische Koinzidenz wenig, da die Ausgangs-
gleichung (1) sicher noch nicht die richtige Form
haben wird.

b) Bose-Teilchen .

Ein Zustand, dessen Hilbert-Vektor aus dem des
Vakuums durch Anwendung einer geraden Anzahl
von yp-Operatoren hervorgeht, stellt dann ein Bose-
Teilchen dar, wenn es sich um einen diskreten sta-
tiondren Zustand handelt. Man wird die tiefsten
stationdren Zustiande dieser Art erhalten, wenn man
die Methode des letzten Abschnitts auf z-Funktio-
nen mit einer geraden Anzahl von Variabeln an-
wendet.

In der Naherung N =2 wird man allerdings nur
Zustéande erhalten konnen, in denen zwei Spinor-
teilchen der Ruhmasse 0 vorhanden sind ; eine Bin-
dung ist hier noch nicht méglich, da die Energie des
Zustandes ja sicher nicht kleiner als Null sein kann.
Erst in der Ndherung N =4 kann sich die Wechsel-
wirkung bemerkbar machen. In dieser Néaherung
kann man von den beiden folgenden aus (1) gewon-
nenen Gleichungen ausgehen:

ap

yu

0
aay By (BY) =— P tagys (z2 |y ), (59)

en

Vi g Tades (@2 1Y) = — P Tusysy (way |yay)
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Aus ¢ (xzxy | yry)=0 gewinnt man &hnlich wie

frither, unter Vernachlissigung der Terme mit

7 (xx |yzx) in dieser Gleichung, die Beziehung:

4T55msy @2y |yzy) m— 8P (y—2) SF (2 —Yy) 75y (%)
— 870 (y— ) S (x—y) 75y (xy) — ... (60)

Schreibt man nun, mit

z=y—uwx, x,=1t
fiir die z-Funktionen abkiirzend
ITaﬁ (2); Taéﬂ(i (rx |yx) = eiEtO'aﬂ (=),
(61)
so erhdlt man schlieflich als Eigenwertgleichung
zur Bestimmung von E aus (59) und (60):

Tap (@y) = €F

0
Byrey @) —vil 5, Ty () =100y (),
Ly (2) = 12931 (—2) 859 (2) 76 (2)
+ 12828 (—2) 8 (2) 15y (2),  (62)
+ 12837 (—2) 8% (—2) To5 (—2)
I3 (—2) S (—2) T (—2)
+ 1289 (—2) 829 (2) T4, (2)
+ 12897 (—2) 859 (2) Tye (2) -

Fiir die Funktionen S} mufl man im Raum 2z >0
wieder die Werte aus (48) mit »x=7,45/] nach (58)
einsetzen. Man erkennt, dafl der Ausdruck

- (% V;IlI) _ 4”52 2‘121 ( Vz,u )

der schon bei der Bestimmung der Masse des Spinor-
teilchens eine entscheidende Rolle gespielt hat, und
andere dhnlich gebaute Ausdriicke hier als eine Art
potentieller Energie zwischen den beiden virtuellen
Spinorteilchen eingehen, die sie eventuell zu einem
Bose-Teilchen binden.

Die numerische Auflosung der Eigenwertglei-
chung (62), die etwa nach dem von Salpeter? ent-
wickelten Verfahren erfolgen kénnte, soll hier nicht
versucht werden, da Gl. (62) wegen der zwei Spinor-
indizes und der Auszeichnung der Zeitachse reich-
lich kompliziert ist und da die Eigenschaften der
speziellen Gleichung (1) wohl auch nicht von be-
sonderem Interesse sind. Obwohl also noch nicht
entschieden werden kann, ob die Gl. (62) zu einem
diskreten Eigenwert und damit zu einem Bose-Teil-
chen fiihrt, ob es sich dabei um ein Teilchen vom
Spin 0 oder 1 handelt, geniigt (62) doch, um zu

7 E. E. Salpeter, Phys. Rev. 84, 1226 [1951].
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zeigen, dall eine Wellengleichung vom Typus (1)
grundséitzlich sowohl Spinorteilchen als auch Bose-
Teilchen liefern kann.

5. Erhaltungssitze

Die Unterscheidung zweier Gruppen von Ele-
mentarteilchen, die als Bosonen und Fermionen be-
zeichnet werden kénnen, deutet bereits auf die Exi-
stenz einer Anzahl von Erhaltungssitzen und Aus-
wahlregeln hin, die noch kurz besprochen werden
sollen.

Aus der Lorentz-Invarianz der Gl. (1) folgen zu-
nichst die bekannten zehn FErhaltungssiatze fiir
Energie, Impuls, Drehimpuls und Schwerpunkt-
bewegung.

AuBlerdem besteht Invarianz gegeniiber der
Transformation

T eia’

woraus die Erhaltung der ,,Ladung‘ folgt (die so
definierte Ladung braucht natiirlich nichts mit der
speziellen elektrischen oder nukleonischen Ladung
der bekannten Elementarteilchen zu tun zu haben).
Man kann also jeden diskreten stationidren Zustand,
d. h. jedes Elementarteilchen, durch seine Ladung
charakterisieren. Der Hilbert-Vektor eines Zustan-
des der Ladung n geht aus dem des Vakuums durch
einen Operator hervor, der additiv aus Produkten
von - und y+-Operatoren zusammengesetzt ist,
wobei die Anzahl der yp*-Operatoren in jedem dieser
Produkte genau um n grofer ist als die der y-Ope-
ratoren. Das in 4a) untersuchte Fermi-Teilchen hat
also die Ladung 1 und den Spin (%) , das in 4Db)
untersuchte Bose-Teilchen die Ladung 0. Alle Teil-
chen mit ungerader Ladung geniigen der Fermi-
Statistik und besitzen halbzahligen Spin, alle Teil-
chen mit gerader Ladung geniigen der Bose-Stati-
stik und besitzen ganzzahligen Spin.

Gl. (1) ist ferner invariant gegeniiber der La-
dungsumkehr; man erhilt aus jedem Teilchen das
zugehorige ,,Antiteilchen®, indem man im Hilbert-
Vektor zu dem Operator, der auf den Vakuum-
vektor angewendet wird, den hermitesch konjugier-
ten bildet und diesen auf den Vakuumvektor an-
wendet.

SchlieBlich ist Gl. (1) noch invariant gegeniiber
der Operation

s Va=>—Za,—Vas
was zu den bekannten Paritdtseigenschaften fiihrt,
auf die aber hier nicht nidher eingegangen werden
soll.
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Im ganzen ist aber das System von Elementar-
teilchen, das aus GIl. (1) entspringt, offenbar ein-
facher und damit weniger reichhaltig als das der
wirklichen Elementarteilchen; denn bei den wirk-
lichen Elementarteilchen gibt es mindestens zwei
Erhaltungssitze der Ladung (Elektrische Ladung
und Nukleonenladung), aulerdem héingt die Gerad-
zahligkeit der Ladung nicht unmittelbar mit der
Frage nach Halb- oder Ganzzahligkeit des Spins
zusammen. Die Wellengleichung der wirklichen Ma-
terie wird also wohl etwas komplizierter sein miissen
als GL. (1).

Dabei ist hervorzuheben, dal3 es nicht etwa an-
ginge, eine Gruppe von Elementarteilchen aus einer
Gleichung vom Typus (1), eine andere Gruppe aus
einer anderen derartigen Gleichung herleiten zu
wollen. Denn das wire nur méglich, wenn es zwi-
schen den beiden Gruppen keinerlei Wechselwirkung
gibe. In Wirklichkeit gibt es aber Wechselwirkung
zwischen allen bekannten Elementarteilchen, es
muf} also einen einheitlichen Hilbert-Raum geben,
‘der alle Elementarteilchen als diskrete stationire
Zustéinde enthilt. Wahrscheinlich kommt in der
wirklichen Wellengleichung der Materie neben den
Variabeln z und o« (Spinindex) noch mindestens eine
weitere Variable, z. B. ein Index fiir den Isotopen-
spin, vor.

Eine besonders charakteristische Eigenschaft des
Systems der wirklichen Elementarteilchen besteht
darin, daf es einige Elementarteilchen verschwin-
dender oder nahezu verschwindender Ruhmasse
(Lichtquanten, Neutrinos, Elektronen) enthilt. Die
Ausgangsgleichung wird wohl recht spezielle Eigen-
schaften aufweisen miissen, um solche Lésungen
zuzulassen. Die Existenz von Bosonen der Ruh-
masse Null ist dabei die Voraussetzung fiir Krifte
grofler Reichweite, also fiir die ganze Elektrodyna-
mik. Die Notwendigkeit, auch solche Teilchen aus
der Ausgangsgleichung herzuleiten, schriankt die
Maoglichkeiten fiir die Wellengleichung der Materie
entscheidend ein.

6. Kritik der Methode

Die in Abschnitt 4 angewendete Methode setzt
voraus, da3 die zu berechnenden Eigenwerte mit
wachsendem N gegen endliche Grenzwerte konver-
gieren. Es soll nun zunichst plausibel gemacht wer-
den, daf} die in (35) definierten @-Funktionen unter
gewissen Voraussetzungen tatsichlich mit wachsen-
dem N beliebig klein werden. Zu diesem Zweck be-
trachten wir die 7- bzw. @-Funktionen auf einem
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bestimmten Schnitt ¢ = const, so daf3 sie dort nur
von den raumlichen Koordinaten der Teilchen ab-
héngen; von diesen rdumlichen Koordinaten gehen
wir durch Fourier-Transformation zu den Impulsen
iiber, die 7- bzw. @-Funktionen héngen also jetzt
von den Impulsen der Teilchen und von der ge-
meinsamen Zeit ab. Wenn der gesuchte Zustand
@ keine allzugrofie Energie hat und wenn man sich
seinen Hilbert-Vektor dargestellt denkt durch die
Anwendung von Summen von Operatorprodukten
der Art v, (p)ws(»" )y, *(p”) auf den Vakuumvek-
tor, so werden, wie spiter noch naher begriindet
werden wird, unter diesen Operatoren die v (),
w*(p) mit sehr groen Impulsen nur mit sehr kleiner
Intensitat vorkommen. Wir denken uns nun weiter
die erwiahnte Fourier-Zerlegung in einem endlichen
Volumen V durchgefiihrt, so da3 die Impulse p nur
diskrete Werte annehmen konnen. Betrachtet man
jetzt 7-Funktionen mit einer hohen Zahl N von
Faktoren, so kann wegen des Pauli-Prinzips jeder
Faktor y, (p) zu einem bestimmten Wertepaar p,«
nur einmal vorkommen (zu einem bestimmten Wert
von p also wegen der vier moglichen Werte von a vier-
mal), da sonst die 7- und die p-Funktion verschwin-
det. Steigert man die Zahl N der Faktoren, so muf}
man also zu immer héheren Werten von p iiber-
gehen, schliefllich zu p-Werten, deren zugehorige
y (p)-Operatoren in der Darstellung von @ prak-
tisch nicht mehr vorkommen. Dann ergibt ein der-
artiger Faktor der Form T, (p)ys*(p) in der 7-
Funktion einfach den Vakuumerwartungswert die-
ses Faktors, und die zugehérige @-Funktion ver-
schwindet, da ja in (35) eben die Vakuumerwar-
tungswerte derartiger Faktoren abgezogen werden.
Wenn also die Operatoren v (p) mit sehr grolen Im-
pulsen im Hilbert-Vektor @ nur mit sehr kleinen
Amplituden vorkommen, so werden auch die ¢-
Funktionen mit sehr groflen N schliellich prak-
tisch verschwinden, und man wird umgekehrt den
richtigen Eigenwert sehr gut annéhern, wenn man
fir hinreichend groBle N ¢=0 setzt. Andererseits
diirfte gerade die Tatsache, daB die S;-Funktionen
in der Umgebung von s =0 nur noch eine logarith-
mische Singularitdt aufweisen, dafiir sorgen, daf3
die vy (p) mit sehr groflen p-Werten tatsichlich nur
noch mit ganz kleiner Amplitude auftreten.

Bei dieser Gelegenheit sei noch auf eine Beson-
derheit des in Abschnitt 4 verwandten Nédherungs-
verfahrens hingewiesen. Bei strenger Rechnung
sollten die 7-Funktionen in der Nihe der kritischen
Lichtkegel noch die logarithmische Singularitit der
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Sp-Funktionen aufweisen, die ¢-Funktionen sollten
dort glatter sein. In jedem einzelnen Schritt des
Néaherungsverfahrens sieht dies aber anders aus:
Zwar ist ¢y, o =0, und 7y, o verhilt sich, wie eben
beschrieben; aber die niedrigeren 7-Funktionen 7y,
Ty—g usw. weisen keine logarithmische Singularitit
mehr auf, wihrend die ¢y, gpy_o usw. sie besitzen.
Dieses Paradoxon klart sich durch die Feststellung
auf, daB es bei einem niedrigen Wert von N ohne Ver-
lust an Genauigkeit zulassig wire, die logarithmische
Spitze von Sy etwas abzurunden (um so weniger,
je hoher N ist), so daBl dann weder die 7- noch die
@-Funktionen die logarithmische Singularitit zei-
gen, die erst mit wachsenden N-Werten allméahlich
in Erscheinung trite.

Die in diesem Abschnitt angestellten Uberlegun-
gen geben iibrigens nachtréiglich die Berechtigung
dafiir, da bei der Ableitung der Vertauschungs-
funktion in GIl. (28) die variable Masse x(s) ein-
fach durch eine konstante Masse » ersetzt wurde.
Es kommt fiir die Konvergenz des Verfahrens ja
nur darauf an, daBl fiir hinreichend hohe Impulse p
die in (35) auftretende Funktion Sg(p) durch den
Vakuumerwartungswert von Ty, () y4 (b) gegeben
ist, bzw. daBl das Verhalten von Sy (z) in der Nahe
von x=0 mit dem entsprechenden Vakuumerwar-

tungswert iibereinstimmt. Das Verhalten von Sp
bei kleinen p- bzw. groBen z-Werten kann nur fiir
die Schnelligkeit der Konvergenz des Verfahrens von
Bedeutung sein, nicht aber fiir die Konvergenz
selbst.

SchlieBlich sei noch einmal darauf hingewiesen,
dal es in einer Theorie vom Typus (1) keine Ele-
mentarteilchen ohne Wechselwirkung gibt, dafl die
Gl. (1) vielmehr nicht nur die Massen, sondern auch
die Wechselwirkung der Elementarteilchen vollstan-
dig festlegt. Eine Berechnung der Wechselwirkung
soll hier nicht mehr vorgenommen werden. Quali-
tativ kann man aber auch ohne Rechnung ver-
muten, daf3 z. B. der grof3te Beitrag zu den Kriften
zwischen den Spinorteilchen der Masse 7,45/l von
den leichtesten Bose-Teilchen herrithren wird. Die
Reichweite der Krifte zwischen den Spinorteilchen
diirfte also unmittelbar durch den tiefsten diskreten
Eigenwert von Gl. (62) bestimmt sein. Andererseits
werden die Krifte zwischen den Bose-Teilchen jeden-
falls zum Teil durch die Spinorteilchen geliefert,
und diese Krifte haben eine Reichweite von der
GroBenordnung 1/7,5. Auch die Zahlkonstanten, die
den Werten g2/fc der Mesonentheorie bzw. e?/fic der
Elektronentheorie entsprechen, sollten sich aus
Gl. (1) im Prinzip streng berechnen lassen.

Eine massenspektrographische Neubestimmung der Massen
von *H, 2D, 4He, *C und *“N
Von J. MatTAUCH und R. Bier1*

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Chemie, Mainz

Otto Hahn zum 75. Geburtstag gewidmet
(Z. Naturforschg. 9a, 303—323 [1954]; eingegangen am 12. Februar 1954)

Nach der massenspektrographischen Dublettmethode werden die Massen von 'H, 2D,
4He, 12C und N mit einer Genauigkeit von 0,3 bis 0,5 ppm (Teilen in einer Million)
ermittelt. Bei der Herstellung und Ausmessung der Aufnahmen wurden die Versuchs-
bedingungen weitgehend variiert, so daBl man hoffen konnte, méglichst viele Ursachen
systematischer Fehler zu erfassen. Die Auswertung erfolgte soweit als moglich voraus-
setzungslos nach einer frither beschriebenen Methode mit Hilfe von Dispersionslinien
bekannter Masse auf der gleichen Aufnahme. Dabei wurde eine Abhingigkeit des Dis-
persionskoeffizienten von der magnetischen Feldstirke festgestellt, die bei dlteren Du-
blettmessungen systematische Fehler verursacht hatte. Aus den sehr gut miteinander
vertraglichen Messungen einer Gruppe von 7 voneinander unabhingigen Dubletts er-
gaben sich nach dem GauBschen Ausgleichsverfahren fiir die 4 durch sie iiberbestimmten
Masseniiberschiisse folgende Werte, ausgedriickt in (mME + ¢ ME): ‘H—1)=(8,145.9
+ 0,5), ?(D—2)=(14,744.4+0,9), (*He—4)=(3,879.7+1,6), (12C—12)=(3,823.1+3,3).
Durch ein weiteres Dublett wurde der Masseniiberschufl (¥N—14)=(7,515.0+4,9) ge-
funden. Messungen, die auch diesen Wert kontrollieren sollten, zeigten eine Verfalschung
durch eine bisher unaufgeklarte Fehlerursache. Aus den hier gefundenen Masseniiber-
schiissen und unter Hinzunahme der Bindungsenergie des Deuterons werden die Masse
des Neutrons, die Bindungsenergien der Kerne “He, 12C, 14N, 160 sowie andere Daten von
kernphysikalischem Interesse berechnet.

* Die vorliegende Arbeit enthéilt wesentliche Bestandteile der Dissertation von R. Bieri (D 77).



